MATEMATICAS V. CALCULO DIFERENCIAL )
Unidad de Aprendizaje II.

UNIDAD DE APRENDIZAJE 11

Saberes procedimentales

1. Interpreta adecuadamente la relaciéon de dependencia que se establece entre dos variables, asi como la
razén de cambio entre sus valores.

2. Define en forma adecuada el concepto de derivada.

3. Identifica las formulas empleadas para derivar funciones algebraicas.

‘ A ‘ Incrementos

En la matemadtica se considera el incremento de una variable como el aumento o disminucién que
experimenta desde un valor x — x; otro x — x4, valores que deben estar comprendidos dentro de su campo
de variacion. Esto lo podemos simbolizar de la siguiente manera:

Ax = x4 — X

1. Hallar Ax sila variable x cambiadexy, =3ax; =7

Luego Ax =7 —3
Ax =4

2. Encontrar Axsixy =11lax; =5
Luego Ax =5-11
Ax = —6

en este caso se afirma que se trata de un decremento o incremento negativo

Relacion entre los incrementos de la funcion y la variable independiente

Por otra parte debemos considerar que una funcién y = f(x), si se da un incremento Ax a la variable x,

Ax = x; — x,, entonces la funcién se verd incrementada en Ay = f(xy + Ax) — f(xy) = y(x1) — y(xp), ya

Ay _ incrementoy

ue x; = xg + Ax , recibe el nombre de cociente de incrementos de la funcién.
1 0

Dada la funcién y = x? + 5x — 8. Calcular Ay y i—z cuando x varia de:

Ax incremento x

a) xo=1a x,=1.2
Si calculamos Ax, se tiene que Ax = x; — x5 = 1.2 -1

Ax =0.2
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Por otra parte se tiene que:
y(x) =y()=1+5-8=-2
y(x) =y(1.2) =144+ 6 -8 =—-0.56
Ay = f(x1) — f(x0)
=—-.56 - (-2)
Ay = 1.44

Si este planteamiento lo hacemos de otra manea dirfamos que si para la funcién y = x? + 5x — 8.
Incrementamos a las dos variables se obtiene:

y+ Ay = (x + Ax)? + 5(x + Ax) — 8
Simplificando y eliminando términos semejantes, nos queda:
Ay = 2xAx + Ax? + 5Ax

La cual es una expresion algebraica que representa el valor de incremento de y en lo general. Para nuestro
caso se tiene que x = 1y Ax = 0.2, sustituyendo:

Ay = 2(1)(0.2) + (0.2)2 + 5(0.2)
Ay = 04 +0.04 + 1 = 1.44

. A o s
Si ahora queremos conocer el valor de i , dividimos la expresién que representa Ay entre Ax:

Ay
—=2x+Ax+5
Ax

Sustituyendo i—i =2(1)+02+4+5=72

Obteniendo los mismos resultados que el método anterior.

’ B ‘ Definicion de la derivada de una funcion

Se define la derivada de una funcién como el resultado de calcular el limite del cociente de los incrementos

A . . .
ﬁ, cuando el incremento del denominador Ax tiende a valer cero, esto es:

f(xo+Ax)—f(x0)

Ay
lo —=1lo
8ax—0 Ax 8ax—0 Ax

Siempre que el limite exista.
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La derivada se puede denotar de las siguientes formas:

d d
) = (FCO) = Delf ()] = Doy = ¥ = 22 = —f(x)

flro+a0—f(xq)

Entonces f'(x) = lOgAx—>0 Ax

Ademas, la definicién de derivada se puede enunciar de la siguiente manera:

a) Recta tangente: La pendiente de la recta tangente la grafica de f en el punto (a, f(a)) es f'(a).
b) Velocidad: Si un punto P se mueve a lo largo de una recta coordenada de manera que al tiempo t su
coordenada es s(t), entonces su velocidad al tiempo a es s'(a).

Regla general para la derivacion

Si establecemos un procedimiento general para el calculo de la derivada de una funcién, este queda de la
siguiente manera.

Primero debemos incrementar a las variables de la funcion:
y=fx)
y+ Ay = f(x + Ax)
Luego, podemos restar miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores:
Ay = f(x +Ax) — f(x)
Ahora, dividimos ambos miembros de la igualdad entre Ax

by fQ+Mn) - f@)
Ax Ax

Obteniendo el cociente de los incrementos, y para finalizar debemos calcular el limite cuando Ax — 0

Ay f(x+ Ax) — f(x)
logax—o E = 108ax-0 Ax

Obteniendo la derivada de la funciény = f(x).

A. Hallar la derivada de la funcién y = 2x3 + 5x2? + 8x — 3
Procediendo igual que en el caso de incrementos se tiene
y+ Ay = 2(x + Ax)3 + 5(x + Ax)? + 8(x + Ax) — 3
Simplificado:

Ay =—8x —8Ax —3—2x3—-5x?+8x+3
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Luego Ay = 6x?Ax + 6xAx? + 2Ax3 + 10xAx + 5Ax% — 8Ax

L . A
Dividiendo entre Ax y calculando el limy,_, é

A _
lim 2 lim 6x? + 6xAx + 2Ax? + 10x + 5Ax — 8
Ax—-0Ax Ax—0

=6x%+10x —8

A
lim =2 = 6x2 + 10x — 8
Ax—0 Ax

Expresion que representa la derivada de la funcion.

2

B. Encontrar la derivada de la funciéon S = 3;(_1

Procedimiento igual se tiene:

S 4 As = (x + Ax)?
ST+ axn) —1

A 2 2
Restando As = G
3(x+Ax)—-1 3x-1

Simplificando

_ (x+Ax)?(Bx — 1) — x?[3(x + Ax) — 1]
- [3(x + Ax) — 1](3x — 1)

Ao = 3x2% — x% + 6x%Ax — 2xAx + 3xAx? — Ax? — 3x3 — 3x3Ax + x?
5= [3Cx + Ax) — 1](3x — 1)

As = 3x2Ax2% — 2xAx + 3xAx?% — Ax?
ST T BO+A) - 11(Bx - 1)

Dividiendo entre Ax y colocando el limite cuando Ax — 0

" As  3x%—2t+3xAx — Ax
Mo0Ax | axs0[3(x + Ax) — 1](3x — 1)
_ 3x%—2x
T (Bx—1)2

La cual representa la derivada de la funcién.
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1. Dadala funcién y = x2 + 5x — 8, calcular Ay y i—z cuando x variadexy =1 ax; = 0.8.

2. Calcular Ay yi—z en los casos siguientes:

a. y=2x—3,yx pasade3.3a3.5
b. y =x?+ 4x,yx pasade0.7 a 0.85

c y =§ ,yx pasade 0.75a0.5

. A .
3. SiS = 5t? calcular A—f, cuando t varia de:

a. De3a3.5
b. De3a3.2
c. De3a3.1l

Calcular la derivada de las siguientes funciones, aplicando el limite del cociente de incrementos:

4, y=x3-11x2-8x—6
5. y=7x>—-9x -5
6 -4
' y_x+2
3x
7. Y =%
1
8. S=t—2
9. s=2=
2641

10. y =+v3x — 1 Sugerencia: recuerda el desarrollo del limite en este tipo de funciones, en donde es
necesario racionalizar.

’ C \ Formulas para derivar funciones algebraicas

A partir del método o regla general, es posible determinar las férmulas para calcular las derivadas de las
funciones algebraicas.

Para simplificar las operaciones, tomaremos como punto de partida la expresion de la derivada como el
limite del cociente entre los incrementos de x ey

As d i ,

Mo =@y =Y =)

fx +Ax) — f(x)
Ax

o= fm,
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Funcion constante

Sea f(x) = C, funcién constante, entonces y = C, para cualquier valor de x. Entonces:

oy o fxF+A)—f(x) . C—-C 0 _
fx) = lim Ax = jim ———= lim -—= lim 0 =0

De este desarrollo obtenemos la primera férmula para derivar funciones algebraicas:

Derivada de funcién d
—C=0
dx

constante

Si f(x) = 4, entonces f'(x) =0

. ,_ d
Si y = m, entonces y =, T= 0

Funcion identidad

Sea f(x) = x, de tal forma que f(x + Ax) = x + Ax y sustituyendo:

oy o fe+A)-f(x)  x+DAx—x X _
PO =™ a AT A AR AR
Entonces
Derivada de funcién d _
identidad Ex =

Constante por funcién

Si una constante “C” multiplica a una funcién f = Cf(x) y y + Ay = Cf(x + Ax) entonces:

Cf(x+ M%) - Cf () _ lim Clf (x + Ax) — f(x)]

y = Alalcrllo Ax Ax—0 Ax -
o flx+A)—f(x)
=C Alalcr—l?o Ax =0re

Se dice entonces que la derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la derivada de
la funcién.

Derivada de constante d i
por funcién acf(x) = Cf'(x)

Siy =9x,entoncesy =9(1) =9
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Suma de funciones
Seanu,v y w tres funciones de x, y sea y la suma de estas tres funciones, estoes y = u 4+ v + w, dado que

al derivar y se tendria que calcular el limite de cada expresion y por los teoremas sobre limites (el limite de
una suma es igual a la suma de los limites), se tiene que:

Derivada de suma de
%[u+v+w]=u'+v'+w’
- EJERCICIO
Derivary = x2, y=x3y y = x™
Reglas para derivar funciones algebraicas
Funcion Funciones Derivadas
Constante fx)=C ffx)=0
Identidad flx)=x ff(x)=1
Constante por Funcion y = Cf(x) y =Cf'(x)
Potencia fx) =x" f(x) =nx™?
Suma de funciones y=f(x)+g(x)+ h(x) Yy =fx+gx+h(x)
Producto de funciones y = f(x) * g(x) y =f)*g (x)+ gx) = f(x)
Divisién de funciones f(x) . g)f (x) - f(x)g'(x)
ey YT g(x)?
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Regla de la Cadena

En ocasiones una variable esta en funcién de otra, la cual, a su vez, es funcién de una tercera. A este tipo de

funciones se les conoce como funciones compuestas o funcién de un funcion.

Las funciones compuestas se denotan (f o g)(x) = f(g(x))

Sea f(x) =2x2—-8x—3 y g(x) = 3x5, entonces
(f e 9)(®) = f(g(x) = f(3x°) = 2(3x*)* — 8(3x") — 3

(g ) = g(f(x)) = g(2x* — 8x — 3) = 3(2x2 — 8x — 3)°

Para calcular la derivada de la primera variable respecto de la segunda o tercera, se puede utilizar lo que se
conoce como regla de la cadena.

Siy = f(u) esuna funcion derivablede u y u = g(x) es una funcién derivable de x, entonces:

d d d

— = —— ) —

dx” " au’) Tdax "

En lenguaje comun, decimos que la derivada de y con respecto a x, donde y es funciéon de u y v es funcién
de x, es igual al producto de las derivadas de las funciones correspondientes.

1. Si y=+u y u=x3+2, derivando por separado las funciones anteriores, haciendo la

consideracién de que Vu = ul/?
d %_ 1
R =—-Uu [ —
du” 2Vu
d
i 3x2
. d d d
Sustituyendo en oot Al el
d 1 (3x9) 3x? 3x2
_— = — X = =
ax” " 2V 2V 2R 2

2. Siy=(5x2+8)*

Seau = 5x% +8 yn =4, ademés%u = 10x entonces

d
Y= 4(5x2 + 8)*1(10x)

y" = 40x(5x% + 8)3
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Utiliza la férmula correspondiente, derivar cada una de las funciones siguientes y simplificar.
Observa que en algunos casos sera necesario aplicar mas de una féormula para llegar al resultado.

1. y=3x2—-5x+6 _ (2x+5)°
10. f(x) = (3x—2)
2 =T 11. v = —(5;23)2
3. y=(@x?-3x+3)(x?+2x—-1)
12. y = V4 + x2
4, S(t)=t> Y
5. z=yu8 13.y = 3/3-!-1x2
6. y= w3 14, f(x) = ==
’ Vi—x
s+1

7.ow= s—1 _ [x2+a?
15.y = iz

8. g(x)=(x*-x)°
25
(x3-2x)%

16. f(x) =

v2-2v
9. =
vZ24+v+1
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